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Ozet

Bu metinde, Newmark S-yontemi tek serbestlik dereceli sistemlerin analizi i¢in kisaca agiklanmig-

tir. Harmonik yiikleme ve yer hareketi i¢in 6rnekler ¢oziilmiistiir.

1  Giris
(t)

Tek serbestlik dereceli sistemlerin (TSDS, Sekil 1) ha- k —
reket denklemi gu sekilde yazilabilir: ?_ m p(t)

mi(t) + ci(t) + kx(t) = p(t) (1)

Dis Yiik
Eger dig kuvvet yerine bir yer hareketi 4(t) var ise x(t)
denklem su hali alir: m
mi(t) + ci(t) + kx(t) = —mdig(t) (2) ko

Burada z(t), 4@(t) ve &(t) sirasi ile mesnede gore yerde- 24(1)
gistirme, hiz ve ivme; m, ¢ ve k sirasi ile kiitle, soniim
katsayisi ve yay katsayisidir. Yer Hareketi

Sayisal analiz yontemlerinde, sistem cevaplarinin sii-

rekli fonksiyonlar: yerine, bu fonksiyonlarin verilen za- Sekil 1: Tek serbestlik dereceli sistemler
man anlarindaki degerleri bulunur. Bu zaman anlar1 genelde bir zaman araligi kullanilarak tanimlanir: 0,
At, 2At, 3At, ... Bazen bu anlar bir indis ile de tamimlanmaktadir: 0, 1, 2, ..., t — 1, ¢, t + 1, ... (6rnek:
xo, &t, Li41)

Sayisal yontemlerde genelde ilk énce ivme, hiz ve yerdegistirmeyi sadece bir tiir cevap tiiriinden
yaklagik olarak ifade edilir (6rnek: ivime ve hiz1 yerdegistirme tiirtinden). Sonra hareket denklemini bu
bilinmeyen tizerinden tamimlanir ve ¢ a1 degerleri bilindiginden bir sonraki adim (¢ 4+ 1) igin ¢6ziim ya
da hesap yapilir. Bundan dolay1 bu yontemler artimsal (1ng. incremental) ya da zaman-adimsal (time-
stepping) olarak da tanimlanir.

Sayisal yontemlerin bazilarinda, ¢t anindaki sistem tepkileri ¢ + 1 anindaki tepkilere bagl olabilir.
Bu durumda hareket denkleminin ¢ + 1 anindaki dengesinin saglanmasi {izerine hesaplar yapilir. Bu
andaki cevaplar denklemde bilinmeyen olarak ifade edilir ve hareket denkleminin ¢éziimi i¢gin mutlaka
yay sabitinin tersi alinarak hesap yapilmasi gerekir. Yay sabitinin tersi alinmasi gereken bu tip yontemler
kapali/ortiik (implicit) yontem olarak adlandirilir. Her ne kadar TSDS’de bu iglem yiik ve vakit anlaminda
sorun yaratmayacak olsa da, biiyiik 6lgekli ¢ok serbestlik dereceli sistemlerde (CSDS’de) her adimda
rijitlik matrisinin tersi alinmasi gerekir ki, bu operasyon, sayisal ¢oziimlerde iglemsel olarak en fazla vakit

alan ve en hassas olan operasyondur.
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Diger tiir sayisal yontemlerde, ¢ + 1 anindaki tepkiler, ¢ ve ¢ — 1 anlarinda bilinen tepkiler cinsinden
yaklagik olarak hesaplanabilir. Bu tiir yontemler agik/belirtik (explicit) olarak adlandirihir. Bu durumda
hareket denkleminin ¢ + 1 anindaki dengesinin saglanmasi ile ilgili bir hesap yapilmaz ancak istenirse
baz1 kontroller (6rnek: enerji dengesi) yapilabilir. A¢ik yontemlerde yay sabitinin ya da rijitlik matrisinin
tersinin alinmasina gerek yoktur, ancak bazi yontemlerde kiitle ve sonlimleme matrislerinin tersi alinmasi

gerekebilir.

2 Tepkilerin Taylor Dizisi Acilimi

Newmark S-yonteminde yerdegistirme ve hiz fonksiyonlarimin Taylor dizisi agilimi kullanilmaktadir. Ve-
rilen reel ve tiim tiirevleri alinabilen bir fonksiyonun f(z), verilen bir = degeri 2 = a etrafindaki Taylor
dizi agilimi gu sekildedir:

f"(a) f"(a)

f(x):f(a)+f/(a)(x_a)+T($—a)2+T(x—a)3+... (3)

Taylor dizisi agilimi, tek serbestlik dereceli bir sistemin yerdegistirme fonksiyonunun artimsal ifadesi i¢in

kullanilabilir: )
ot + At) = z(t) + 2 (t) At + %(At)z + %(Atﬁ L (4)

Benzer sekilde hiz fonksiyonu su sekilde ifade edilebilir:

v(t + At) = v(t) + 0(t) At + %(At)2 + i}?(%)(At)?’ 4. (5)
veya )
o(t + At) = 2(t) + Z(t) At + %(Atﬁ + %(At)‘? 4o (6)

3 Newmark pg-Yontemindeki Yaklagim

Newmark yonteminde dordiincii ve {istii tlirevli terimler ihmal edilmektedir:

z(t+At) = z(t)+ ()AL + %(Atﬁ + %i’(t)(At)?’ (7)
E(t+ At) = &(t) + #(t)At + %;’ij(t)(At)Z (8)

Yontemde tigiincii tiirevli terimin yerdegistirme ve hiza olan katkilari sirasiile 0 < S <1ve 0 < v < 1

katsayilar1 ile ayarlanabilmektedir:

1

" () = () )

i(t) — BE(t) ve 20

Gortildiigi iizere, 8 = 1/3! ve v = 1/2! durumunda, yerdegistirme ve hiz fonksiyonlar1 Taylor dizisi
agilimin yaklagik haline denk gelmektedir. Denklem (9)’a ek olarak, {igiincii tiirev de yaklagik olarak ifade
edilmektedir: F(t -+ AT — (1)

: x(t + -

Ty(t) = ——————= 10

(1) N (10)
Burada {iciincii tiirevin ifadesinde ivmenin dogrusal oldugu kabul edilmistir. Bu durumda yerdegistirme

ve hiz su sekilde ifade edilmektedir:

z(t + At) x(t) + @(t) At + %(At)z + Bity (t)(AL)? (11)
B(t+ At = @(t) + i) AL+ iy (1) (AL)? (12)
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On41

acceleration

fn h ftnsr time
1
Sekil 2: f'nin degigimine gore ivme kabulleri (h = At, Newmark 1959’den alimmigtir)

Uciincii tiirevin yaklasik ifadesi bu denklemlerde yerine konulunca su ifadeler elde edilmektedir:

. .. Ap) — 3
s(t+At) = a(t)+i(t)AL+ %(Atﬁ + M(A“Q (13)
BE+A) = @)+ F()A+ W(Aw (14)
Bu ifadeler sadelegtirildiginde gu denklemler elde edilmektedir:
1
x(t + At) x(t) + z(t) At + (5 — B)E(t)(At)? + Bi(t + At)(At)? (15)
z(t+ At) = z(t) + (1 —y)E(t)At + vi(t + At)(At) (16)
Denklemlerdeki notasyonlar ayrica su sekilde sadelestirilebilir:
. 1 . .
l’t+1 = Tt =+ Atxt + (5 — ﬂ)(At)2xt + ﬂ(At)2xt+1 (].7)
.’i?t+1 = j:t + (1 — ’y)At.fL‘t + ’YAti'tJrl (18)

Burada O ve Oz sirast ile ¢ ve t+At anlarindaki (ya da t,, ve t,1) degerleri ifade etmektedir. Goriildiigii
iizere bu yontemde, ¢t an1 degerleri bilindiginden, bilinmeyenler ¢+ 1 anindaki ivmeler &, tiiriinden ifade

edilmigtir.

4 Ozel Haller

Newmark yonteminde v = 1/2 segilirse, 8 degeri ivinenin ¢ ve t+ At anlar1 arasindaki degigimi ile ilgili baz
kabullere denk gelmektedir. Asagida agiklanacag: iizere, 8 = 1/4 olmasi durumu ortalama ivme, 8 = 1/6
olmasi durumu ise dogrusal ivmeye denk gelmektedir. Bu iki durum uygulamada ¢ok kullanildigindan

ayrica incelenmigtir.

4.1 Ortalama ivme Kabulii

Ivmenin ¢ ve t + At anlar arasindaki degisiminin sabit bir deger ve bu degerinde bu iki andaki ivmelerin

ortalamasi oldugu kabul edilirse, bu aralik i¢in ivine fonksiyonu su sekilde yazilabilir:

Tyq1 + Ty

(1) = 5

(19)
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Bu durumda hiz ve yerdegistirme, ivmenin integralini alarak bulunabilir:

. . 1. .

#(r) = dr+ 3 (g1 + @) T (20)
1

.'L'(T) = Tt —+ j?tT + 1 (.C'L.'t_;'_]_ —+ .’Et) 7'2 (21)

Formiilasyonda hiz ve yerdegistirme fonksiyonlarinin ¢ + 1 anindaki degerleri kullanildigindan bu fonksi-

yonlarin t + 1 anindaki degerleri, bir bagka deyisle 7 = At degeri icin hesaplanmalidir:

. .1 . ;

xt+1 = Tt —+ iAt ($t+1 + l't) (22)
1

T4l — T + Atﬁt + 1(At)2 (L.U.tJrl + (Et) (23)

Gortldigi tizere, bu degerler, Denklemler 17 ve 18'de v = 1/2 ve 8 = 1/4 kullanilmasi durumunda da
elde edilmektedir.

4.2 Dogrusal Ivime Kabulii

Ivmenin t ve t + At anlar1 arasindaki degisiminin dogrusal olarak degistigi kabul edilirse, bu aralik icin

ivme fonksiyonu su sekilde yazilabilir:

Tt41 — Tt -

B(r) =+ = 4 (24)
Bu durumda hiz ve yerdegistirme, ivmenin integralini alarak bulunabilir:
. .. 1. w2
(1) = @+ I+ AL (g1 + &) T (25)
(1) = @+ I+ %iﬂj + ﬁ (Ze41 + &) 7° (26)

Formiilasyonda hiz ve yerdegistirme fonksiyonlarinin ¢ 4+ 1 anindaki degerleri kullanildigindan bu fonksi-

yonlarin ¢t + 1 anindaki degerleri, bir bagka deyigle 7 = At degeri i¢in hesaplanmalidir:

. . 1 . .

Tip1 = T+ §At (a)‘tJrl + xt) (27)
1

Teyr = ¢+ Atiy + 6(Az&)2 (Fy401 + 2i4) (28)

Goriildiigi tizere, bu degerler, Denklemler 17 ve 18’de v = 1/2 ve 8 = 1/6 kullamilmasi durumunda da
elde edilmektedir.

4.3 v # 1/2 Durumu

Bu durumda, Denklem 8’deki hiz fonksionu asil Taylor dizisi agilimina denk gelen degiskenden farkli
olacaktir. Ornek olarak v > 1/2 olmasi durumunda hiz fonksiyonunun sanki bir séniimleme varmig gibi
hesaplanacag: goriilmektedir. Bu ek hayali soniimleme etkisini yaratmamak i¢in v = 1/2 degerinin kulla-

nilmasi Onerilmektedir (Newmark 1959).

5 Hareket Denkleminin Coziimii

Newmark yonteminde Denklemler (17) ve (18), hareket denklemine konursa, denklem bilinmeyeninin
t+ 1 anindaki ivme oldugu hale gelir. Bu ivme bulunduktan sonra, ¢t + 1 anindaki yerdegigtirme ve hizlar

Denklemler (17) ve (18) ile edilebilir. Bu degerler ile ¢t + 2 anindaki degerler benzer yontem ile elde
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edilebilir.

Agiklanan bu yontemde rijitlik sabitinin tersi alindigindan yontem kapali (implicit) bir yontemdir.
Ancak, dikkat edilirse, eger 5 = 0 ve v = 0 alimirsa, ¢t + 1 anindaki yerdegistirme ve hiz ¢ + 1 anindaki
ivmeden bagimsiz olur. Hareket denkleminin ¢oziimiinde rijitlik matrisinin tersi yerine kiitle matrisinin
tersi alinir. Bu durumda yontem agik (explicit) bir yéntem olur.

Dogrusal olmayan yapilarin analizinde yontemin bagka bir artimsal hali kullanilmaktadir. Bir sonraki

boliimde bu artimsal yaklagim dogrusal analizler i¢in verilmistir.

6 Newmark f-Yonteminin Artimsal Formiilasyonu

Hareket denkleminin ¢ + 1 am i¢in yazilacak hali, ¢ anindaki denklemden gikarilirsa, denklemin artimsal
hali elde edilir:
mAZ" 4+ cAz' + kEAzt = Ap' (29)

Burada AO? = 041 — O degiskenlerin artimsal halini ifade etmektedir. Deprem durumu (yer ivmesi)

i¢in dig kuvvetler:

Pt = p(t) = —miy(t) (30)
pitt p(t + At) = —miy(t + At) (31)

Bu formiilasyonun kullanimi icin ¢ anindaki degerler bilinmeli ve cevaplarin AQ? degerleri hesaplanarak
bir sonraki adimdaki degerleri bulunmalidir. Bundan dolay1 Denklemler 17 ve 18 ¢ an1 degerleri ve AQ?

degerleri cinsinden tekrar yazilmigtir:

Tep1 — 1y = Atdy + (% — B)(A)2E, + B(AL)? (i + AiY)
Azt = Atiy+ (% — B)(At)%E + B(AL)? 3 + B(AL)? AL
Act = Aty + [%(At)z _ BIAL? + BADi, + BALAG
Azt = Ati, + %(At)%t + B(At)* A (32)
Ai' = Atiy +yAtAG (33)

Bu noktadan sonra bu denklemler, hareket denklemi 29'ne konulup A#! icin ¢oziilebilir. Ancak, ézellikle
dogrusal olmayan analiz yontemlerine uyumlu olmasi agisindan bilinmeyenin Ax? oldugu bir formiilasyon
daha uygun olmaktadir. Bundan dolay1 Denklemler 32 ve 33, Az degerinin bilinmeyen oldugu hali ile

tekrar yazilmalidir. Bunun icin Denklem 32’den Az cekilir:

o 1 .11

B G )
ve Denklem 33’de yerine konur:
1 1 1
't _ . t o . o .
Az = Atiy + At (,B(At)QAx BAtﬁCt 26%)
At = ﬁmt - %:‘vt + (1 - 22) At (35)

Goriildiigii iizere hiz ve ivme denklemleri bilinmeyen Az! cinsinden yazilmigtir. Bu degerler hareket

denklemi 29’ne konursa hareket denkleminin cebirsel hali elde edilir:

kAzt = Ap' (36)
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Burada

N

I 1
v Ban:™

Apt+<ﬁlmm+;)a‘:t+[2ﬁm+m<2ﬂ—1) ] (38)

Yontemin baginda (¢ = 0 sn an1) hiz ve yerdegigtirme sifir degilse, verilen degerlerden ivmme su sekilde

(37)

Apt

hesaplanabilir ve ilk deger olarak kullanilabilir:

0_ .20 _ 1.0
jﬁozp—“fn ke (39)

7  Ozet

Bu béliimde Newmark yonteminin son hali denklemler tekrarlanarak verilmistir.

1. Yontem f§ ve v se¢imi ile baglamaktadir. Ortalama ivme kabulii i¢in v = 1/2 ve § = 1/4, dogrusal
ivime kabulii igin v = 1/2 ve 5 = 1/6 kullamilmalidir.

2. t = 0 sn aninda hiz ve yerdegistirme sifirdan farkh ise, ivme su sekilde hesaplanabilir:

o p°—ci®—ka?
r = —m—m—m——————
m

3. Dogrusal sistemlerde k sabittir ve ilk bagta hesaplanip tiim adimlarda kullanilabilir:

- 1
Eo= kL
+ 58t T Bane™
4. Herhangi bir ¢ aninda z?, @' ve &' degerleri bilinmektedir. Aynm1 zamanda etkiyen kuvvet ya da
yer ivme bilgisi mevcut oldugunda dolay1 p* ve p**! degerleri de bilinmektedir. Bu degerler yer

ivmesinin etkimesi durumunda su sekildedir:

pto= p(t) = —mig(t)

pttt p(t + At) = —mig(t + At)

5. p' ve ptt! degerleri kullanmlarak Ap’ ve Ap® degeri kullanilarakta Ap* degerleri hesaplanabilir:

APt = Apt+<ﬁ1Atm+;c)x't+{wm#—At(%—l) ]Jit

6. Hareket denkleminin cebirsel hali Ax? i¢in ¢oziilebilir:

. Apt
Azt = Apt Agt =22
k
7. Artimsal hiz ve ivme degerleri su sekilde bulunabilir:
1 1 1
A..t _ A t . s
! Banz=" T BArTt T 2™
Azt = ﬂAtAm - Ext + (1 - 25) Aty
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8. t 4+ 1 anindaki cevaplar su sekilde bulunabilir:

e =gt At @ =gt At T =3+ AR

8 Kararhhk

Newmark yontemi su sart saglanir ise kararli olmaktadir:

At < 1/m
T, — V2v—4p

Burada T;, sistemin dogal salimim periyodudur. v = 1/2 olmasi durumunda:

At < 1/m
T, = VI-43

Goriildiigi tizere, ortalama ivime durumunda 8 = 1/4, bu kriter

At<
— <
T, —

olmaktadir. Bundan dolay1 ortalama ivme kabulii her durumda kararlidir. Dogrusal ivme durumunda

p=1/6,
At < 0.551T,

olmaktadir. Ingaat miihendisliginde yap: periyotlarimin 0.1 sn-10 sn araliginda oldugu diisiiniiliirse, At <
0.05 sn olmasi Onerilebilir. Deprem kayitlari genelde en fazla At = 0.02 sn kullanmaktadir. Diger tip
analizlerde ise At genelde At < 0.05 sn sartini saglayacak sekilde segilebilir.

9 Ornek: Harmonik Yiikleme
TSDS’e harmonik yiikleme yapilmasi durumunda hareket denklemi su sekilde ifade edilebilir:

mi(t) + ci(t) + kx(t) = Psin(wt) (40)
Burada P yiikleme genligi, @ ise yiikleme frekansidir. Bu sistemin yerdegistirmesi su sekilde verilmigtir:

Tt sin(wt — 0)

V(T cTE

z(t) = e 5! (Acoswpt + Bsinwpt) +

Burada r = @/w, wp = wny/1—¢&2 ve A ve Bt = 0 sn amindaki degerlere bagh olarak belirlenen
sabitlerdir. + = 0 anmnda, tiim cevaplarm sifir oldugu kabul edilebilir. Ornek olarak A = 2, @ = /2,

wy = 27 ve & = %5 secilmistir. Sistem cevaplan Sekil 3’de gosterilmistir.

10 Ornek: Yer Ivmesi

TSDS’in yer hareketi altindaki davranigina ornek olarak 1979 Imperial Valley depreminin 952 nolu kayit
istasyonuna ait faya dik yer ivme kaydi kullanilarak analiz yapilmig ve 5-15 saniyeler arasindaki sonuglar
Sekil 4’de gosterilmigtir. Bu analizlerde w,, = 27, £ = %5, 8 =1/4 ve v = 1/2'dir.
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Sekil 3: Harmonik yiikleme altinda 6rnek TSDS cevaplar:
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Sekil 4: Harmonik yiikleme altinda 6rnek TSDS cevaplar:
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